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1 Matrices y Sistemas lineales de ecuaciones

Sea My xm = Mpxm(R) el espacio vectorial de las matrices reales con n filas y m columnas.

1.1 Operaciones elementales por filas
En una matriz, se consideran operaciones elementales por filas a las siguientes:
1. Intercambiar dos filas.

2. Multiplicar una fila por un nimero real no nulo.

3. Sustituir una fila por la suma de ella misma con el producto de otra por un niimero real.

Ejemplo
21 0 01 0\ 0 0
12 —1| D= |1 9 _p| 22l (g 4 o) 222l [ 3 o
01 0 21 0 21 0 2 1 0

1.2 Matrices elementales

Se llaman matrices elementales a aquellas matrices cuadradas que resultan de aplicar una
operacion elemental a la matriz identidad.

Ejemplo
100 0 100\ 10 0
=01 of L2 p ol : r1={o0 1 0|22 p_|01 o
00 1 1 00 1 00 —2

o = O e )

0

1

0
) 1 0 O
f3—=2fa—f3 E=|lo 1 o
0 1

-2

oo © o

1.3 Relacién entre operaciones y matrices elementales

El resultado de hacer una operacién elemental a una matriz A € M,,«.,, coincide con el resultado
de multiplicar la matriz elemental £ € M, «,, asociada a dicha operacién elemental, por A.

Ejemplo
1 2 -1 1 ) 2 -1 1 1 0 0
A=12 -1 1 o | &=L (g 5 3 —2|=(-21 0] 4
1 0 3 -2 1 0 3 -2 0 0 1
1 2 -1 1 1 0 3 -2 00 1
A=[2 -1 1 o |25 10 =5 3 —2|=]01 0] 4
1 0 3 -2 1 2 -1 1 100
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1 2 -1 1 1 2 -1 1 10 0
A=12 -1 1 o | == 192 1 1 ol=(o1 0]-4
1 0 3 -2 1 0 -3 2 00 —1

1.4 Formas escalonada y candnica de una matriz. Rango

Se llama matriz escalonada o reducida de A € M,,«,, a cualquier matriz A, € M,,xm que
se obtiene a partir de A mediante operaciones elementales, y en la que el primer elemento no
nulo de cada fila se encuentra a la derecha del primer elemento no nulo de la fila anterior. Las
filas nulas, si las hay, en una matriz escalonada deben estar al final.

Se llama rango de A al ntimero de filas no nulas de una matriz escalonada de A.

Se llama matriz canénica por filas de A € M« a la matriz A. € M, xm, que se obtiene
a partir de A mediante operaciones elementales, en la que el primer elemento no nulo de cada
fila es un uno, se encuentra a la derecha del primer elemento no nulo de la fila anterior, y por
encima de él todos los elementos son nulos.

Observa que si B se obtiene a partir de A € M, «,, después de p operaciones elementales,
entonces

B=E, E, 1-...-FEy-E-A

donde F; es la matriz elemental asociada a la operacién i-ésima. Ademas, si I € M, «, es la
matriz identidad de orden n, se tiene que

operaciones elementales
(A1) (

B|E) con B=FE-A

donde F = E, - E,_1-...- Ey- Fj se llama matriz de paso de A a B.

Ejemplo
Si se quiere hallar una matriz escalonada, y la matriz de paso asociada, de la matriz

1
-1
-1

1

— = N
SN W o
O ==
N — W

se hacen las operaciones elementales necesarias adosandole la matriz identidad:

1 1 011 1 0 0 O fa=2f1—fa
fa—fi—f3
(A|I) . 2 -1 3 1 3 01 0 O fa—fi—fa
1 -1 21 1]0010
1 1 0 0 2 0 0 01
1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0
0 33 -11]-2100 foor fs 0o -2 2 0 0|-1010
==
0o -2 2 0 O0]|-1 01020 0O -3 3 -11|-21020
0O 0 0 -1 1 |-1001 0 0 0 -1 1|-1001
e (1101110 0 0N g
3fa—2f3— f3 01 -1 0 O 1/2 0 -1/2 0 2 fatfa— fa
B Y s
00 0 2 =2 1 -2 3 0
O 0o 0 -1 1 -1 0 0 1
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11 0 1 1 1 0 0 0

01 -1 0 O /2 0 -1/2 0 | . .
00 0 1 —-11|1/2 -1 3/2 0 = (A |E") con A, =E"-A
0O 0 0 0 O -1 =2 3 9

Puesto que la matriz escalonada tiene tres filas no nulas, su rango es tres:
rgA=3

Para hallar la matriz candnica por filas, y la matriz de paso asociada, se contintian las operaciones
elementales:

10 1 1 1 [1/2 0 1/2 0
ffoen [ 001 =10 0 |12 0 -1/2 0
(A1) = (4| ) 00 0 1 —1|1/2 -1 3/2 0
00 00 0 |-1 -2 3 2
10 1 0 2 ][0 1 -1 0
fefoei [ 001 =10 0 |12 0 -1/2 0 | . .
00 0 1 -1 |12 -1 32 o |~ WAIE) com A =E"-4A
00 00 0 |-1 -2 3 2

1.5 Matriz inversa

Se llama matriz inversa de una matriz cuadrada A € M,,x, a otra matriz A=' € M,,«, tal
que
A-At=A1. A=1T

No todas las matrices cuadradas tienen inversa. Una matriz cuadrada A se llama regular si
tiene matriz inversa, y se llama singular si no la tiene.
Es fécil observar que todas las matrices elementales tienen inversa:

1. La matriz inversa de la matriz elemental asociada a intercambiar dos filas es ella misma.

2. La matriz inversa de la matriz elemental asociada a multiplicar una fila por un nimero,
distinto de cero, es la asociada a multiplicar la misma fila por su inverso.

3. La matriz inversa de la matriz elemental asociada a sustituir una fila por ella misma mas
otra multiplicada por un nimero es la asociada a la misma operaciéon pero multiplicando
la fila por el nimero opuesto.

Es conocido que la existencia de matriz inversa se puede caracterizar, en términos de deter-
minantes, como

A € My« tiene inversa (es regular) <= |A| #0

También se puede caracterizar, en términos de operaciones elementales, por el siguiente teorema:

Teorema

Una matriz cuadrada es regular si y sélo si se puede reducir a la matriz identidad por operaciones
elementales de filas.
Ademas, si

) operaciones elementales (

(A|I

se tiene que A™! = E.

I|E) con I=F-A
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Algoritmo para el calculo de la matriz inversa

Para hallar la matriz inversa de una matriz cuadrada A se procede asi:
1. Se considera la matriz (A|I).
2. Se obtiene una forma escalonada (A4, | E").

3. Si A, tiene algin cero en la diagonal principal, entonces la matriz A es singular (no es
invertible).

4. Si A, no tiene ceros en la diagonal principal, entonces A es regular (es invertible) y se
siguen haciendo operaciones elementales hasta llegar a (I | E).

5. La matriz inversa es A~ ! = E.

Ejemplo

Halla, si existe, la matriz inversa de:

1 -1 1
A=[2 1 41
111
1 -1 1 (1 00 fo—2f1— fo 1 -1 1 1 00 f2/3=f2
AlD=|2 1 —1]o 10 | Bl=b [ o 3 3|21 o |B2RE2A
1 1 1/00 1 0 2 0|-101
f/2— s
1 -1 1] 1 0 0\ £th2f /1 -1 0] 5/6 1/3 —1/2
0 1 —1|-2/3 1/3 o | 2P0 g 1 o012 0 172
0 0 2|1/3 —2/31 0 0 1] 1/6 -1/3 1/2

100]1/3 1/3 0
SERh g 1 o120 12 | =(1147Y
00 1| 1/6 -1/3 1/2

de donde
1/3 1/3 0 (2 20
Al =(-1/2 0 1/2 =513 0 3
1/6 —1/3 1/2 1 -2 3

1.6 Sistemas lineales

Un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas es

a11271 + a12x2 + ... + a1y = b1
a21T1 + a22%2 + ... + A2p Ty = b

Am1T1 + Amaxo + ... + GynTn = b,
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con a;j,b; € R, que se puede expresar en forma matricial como

a1 a2 ... Qip 1 b1
as1 a9 ... Qop To bo
Ami Om2 .. Gmn Tn, bm

o también como
Ax=Db con A€ Muyxn, X € Muxi, v b€ My«

Las matrices A € My,xn vy A = (A|b) € My (nt1y se llaman, respectivamente, matriz de
coeficientes y matriz ampliada. Cuando b = 0 el sistema se llama homogéneo.

Se llama solucién del sistema Ax = b a cualquier vector x° = (z9,29,...,29)t € M,,»; tal
que Ax” = b. Resolver un sistema es hallar todas sus soluciones.

Dos sistemas se llaman equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Teorema

Si un sistema Ax = b tiene més de una solucién entonces tiene infinitas soluciones.
Demostracién: Si x°,x! € M,,»x1 son dos soluciones distintas del sistema, entonces, para
cualesquiera o, B € R con a+ 3 = 1, se cumple que x = ax’+ x! € M,,«1 es también solucién:

Ax = A (ax" + px') = aAx’ + BAx' =ab+ b = (a+ pB)b=Db

Luego si el sistema tiene dos soluciones distintas, entonces tiene infinitas soluciones.

Clasificacion de sistemas lineales

Segun el ntimero de soluciones, los sistemas se clasifican en

Sistema incompatible <= No tiene soluciones
Sistema compatible determinado <= Tiene solucién unica
Sistema compatible indeterminado <= Tiene infinitas soluciones

Teorema

Si (A’|b’) es la matriz que se obtiene después de aplicar un ntumero finito de operaciones
elementales a la matriz (A |b), los sistemas Ax = b y A’x = b’ son equivalentes.
Demostracién: Sea (A'|b’) =E,-...- Ey- E; - (A|b), es decir

A=E -...-Ey-E-A y b=E.-....Ey-Ei-b
Entonces:

x% es solucién de A'’x =b' <= A'x" =b' <= E,... E2E1Ax’ = E, ... FyE1b
= E['Ey BB, BBl AX = E{'Ey . ETYE, .. EyErb
= JAX" = Ib <= Ax" = b < x" es solucién de Ax =b

Es decir, los sistemas Ax = b y A’x = b’ son equivalentes.
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1.7 Método de Gauss

Todo sistema lineal Ax = b de n ecuaciones con n incognitas y |A| # 0 (o rg A = n) es
compatible determinado. Se puede resolver por el método de Gauss:

1. Se considera la matriz ampliada (A |b).
2. Se obtiene una matriz escalonada (A, | by).

3. Se resuelve el sistema equivalente A,x = b, por el método de ascenso.

Ejemplo

Para resolver el sistema
r—y+z=4
2r+y—z=-1
rT+2y—z=-3

por el método de Gauss, se procede asi:

1o—1 1[4 f2fimp (1 =1 1|4\ hfds (1 1 1|4
9 1 1|1 | Bl o3 g9 | B2 [ 1 1|3
1 2 —1]-3 0 3 —2|-7 0 0 1|2

y se resuelve, por el método de ascenso, el sistema equivalente:

r—y+z= 4 =1
y—z=-3 = y=—1
z= 2 z=2

1.8 Teorema de Rouché-Frobenius

Si Ax = b es un sistema de m ecuaciones con n incognitas, entonces:
1. Sirg A #rg(A|b), el sistema es incompatible.
2. Sirg A=rg(A|b) =mn, el sistema es compatible determinado.

3. Sirg A =rg(A|b) =k < n, el sistema es compatible indeterminado, y su solucién depende
de n — k parametros.

1.9 Resolucién de sistemas lineales por el método de Gauss

Para resolver el sistema lineal Ax = b, de m ecuaciones con n incégnitas, se procede como sigue:
1. Se considera la matriz ampliada (A |b).
2. Se obtiene una matriz escalonada (A, | by).
3. Entonces, se pueden presentar los siguientes casos:

(a) Sirg A, #rg(Ay|by), el sistema es incompatible. No hay soluciones.
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(b) Sirg A, =rg(A,|by) = n, el sistema es compatible determinado. Sus dnica solucién
se obtiene resolviendo por el método de Gauss el sistema resultante después de elimi-
nar las ecuaciones nulas (si las hay).

(c) Sirg A, =rg(A,|by) =k < n, el sistema es compatible indeterminado. Su solucién
se obtiene resolviendo por el método de ascenso el sistema que se obtiene al pasar al
segundo miembro, como parametros, las n—k incégnitas que no son comienzo (primer
elemento no nulo) de alguna fila de A,.

Ejemplo
Para resolver el sistema de 3 ecuaciones con 5 incognitas:

1+ 22 + x4 =-1
T1t+x2+a3+2x4+25= 0
xr1 + T2 + 4425 =-1

se obtiene, en primer lugar, la matriz reducida de la ampliada:

1 1.0 1 0]-1 fa—f1—f2 1 1 01 0]-1
Ab)=(1 112 1]0 | 222500011 1|1 |=(A]|b)
1101 1|-1 0000 1|0

Puesto que rg A, =rg (A, |by) =3 < 5 el sistema es compatible indeterminado. Sus soluciones
se obtienen pasando al segundo miembro, como parametros, las incégnitas que no son comienzo
de alguna ecuacién, xo = Ay x4 = u, y resolviendo el sistema resultante por el método de

asSCenso:

r1=—1—-A—pu

I :—1—)\—/1, 1‘2:)\
Tot+as=1—p = ¢ x3=1—pu , AMpueR

x5 =0 Ta= U

J}5:O

1.10 Sistemas lineales homogéneos

Puesto que rg A = rg(A]0), el sistema lineal homogéneo Ax = 0, de m ecuaciones con n
incognitas, siempre es compatible:

1. Si rg A = n, el sistema homogéneo es compatible determinado, y la tnica solucién es la
solucién trivial x1 =29 =... =z, = 0.

2. Sirg A = k < n, el sistema homogéneo es compatible indeterminado, y su solucién depende
de n — k parametros.

Ejemplo
Para resolver el sistema lineal homogéneo

20 4+3y— z=0
r— y+ z2=0
r+9y—5z2=0
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se calcula una matriz escalonada de la matriz de coeficientes (no es necesario considerar la
columna de los términos independientes pues son siempre nulos):

2 3 -1 1 -1 1 f2=2fi=fo (1 -1 ) 1 -1 1

1 -1 1 | L2l fe 3 ) LS g 5 g B2ER g 5 3

1 9 =5 1 9 =5 0 10 -6 0 0 O
Puesto que rg A = 2, el sistema es compatible indeterminado con solucién dependiente de

3 — 2 = 1 parametro. Pasando x3 = A al segundo miembro, y resolviendo el sistema resultante
por el método de ascenso, se obtiene la solucién:

v — —) x:_TQ/\ T = —2A
{ 5y;3>\ —{ y=2 = ¢ y=3A , AER
Y = z =05\

1.11 Eliminacién de parametros

Eliminar parametros en
1 =b1 + a1 1+ apeds + ...+ a A
To = by + ax A\ + axde + ...+ az A,
Tn = bn + anl)\l + an2)\2 +...+ anr)\r

es equivalente a encontrar un sistema del que sea solucién, y ésto es equivalente a obtener los
valores (1,2, ...,Ty,) para los que el sistema

apiA +apde + ...+ ap A =21 — by
a21\1 + ageAa + ... + agp A, = x93 — bo

an1 A1 + A2 + ...+ Qe A = Ty — by

es compatible, es decir que se verifica:

ail a2 ... aip ain a2 ... ay | T3 —by

as; az ... Qo asy a2 ... Gzr | T3 — by
rg =rg

apl Ap2 ... GQpp apl QA2 ... Gpp | Ty — by

Ejemplo

Para eliminar los parametros a,b € R en la expresién:

T1=a+2b
To=a—>b
$3:1—|—b

rs=a+b—1
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se impone la condicién de que el sistema

a+2b=mx

a— b=ux9
b=x3—1

a+ b=x4+1

tiene solucién (es compatible), para lo que se necesita que:

1 2 1 2] =

" 1 -1 - 1 —1|
0 1 0 1 |a3—1
1 1 1 1 |zy+1

Para imponer esta condicion, se busca una matriz escalonada de ambas matrices, lo que se hace
simultdneamente considerando la segunda matriz:

1 2 T _ 1 2 X1

1 =1 =z ;Z—ﬁ—ji 0 =3| ®m—x
B

0 1 |x3—1 0 1 3 —1

1 1 |zy4+1 0 —1|xg—21+1

1 2 1

0 -3 o — I1

0 0 3(1‘3 — 1) + (Q?Q — fL‘l)

0 0 3(x4—x1+1)—(x2—x1)

3f3+fa—f3
3fa—fa—fa
L NRELIN

Para que las dos matrices tengan el mismo rango, es necesario que en la tercera columna los
elementos de las filas tercera y cuarta sean nulos, es decir que:

{ 3($3—1)+($2—I‘1):O
3(xg—x1+1)— (22 —21) =0

con lo que se tiene la condicidn:

$1—$2—3{L‘3:—3
201+ a0 — 324 =3



